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Ueber die Doppeltangenten an Curven
vierter Ordnung.
(Von Herrn G. Roch in Halle.)
JLJie zahlreichsten Resultate in Betreff dieses Gegenstandes sind von
Steiner und von Hesse (beide Abhandlungen im 49. Bande dieses Journals)
mitgetheilt worden.
Macht man von den Sätzen Gebrauch, welche Riemann für die Dar-
stellung algebraischer Functionen durch #-Funclionen gegeben hat, oder auch,
wendet man den algebraischen Satz an, welcher den Gegenstand meiner
Habilitationsdissertation bildet, so lassen sich die hier stattfindenden Verhält-
nisse und Beziehungen sehr leicht übersehen.
Ich werde im Verlaufe dieser Abhandlung von beiden Hülfsmitteln
Gebrauch machen, dabei Riemanns Abhandlung über Abelsche Functionen kurz
als „Abhdlg." citiren, und die daselbst eingeführten Bezeichnungen benutzen.
Wir werden sehen, wie das vorliegende Problem dasselbe ist, wie
dies, die Abelschen Functionen für p = 3 zu entwickeln.
Durch Anwendung des oben genannten algebraischen Satzes hat Riemann
in seinen Vorlesungen die algebraischen Ausdrücke für die 28 Abelschen
Functionen für p = 3 vollständig entwickelt, unabhängig von ihrer Darstellung
durch #-Functionen. Von dieser Ausführung mache ich im Folgenden nicht
Gebrauch, da es für diese Zwecke genügt, die allgemeinsten Eigenschaften
der Abelschen Functionen zu kennen. Ich bemerke schon jetzt, dass wenn
}/ eine Abekche Function (im Riemannschvn Sinne), = 0 für unseren Fall
die Gleichung einer Doppeltangente ist.
Ich hoffe, dass auch diese Seite dieses geometrischen Problems, sein
Zusammenhang mit der Umkehrung algebraischer Integrale, von Interesse
sein wird.
§. i.
Rientannsche Sätze; gerade und ungerade &; Begriff der ^16e/schen Functionen.
Für eine algebraische Gleichung F(s, z] = 0 gebe es p linear von
einander unabhängige endlich bleibende Integrale u und 2p Querschnitte der
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Fläche :
(60, · · . («p), (&,)
(s. §. 19 d. Abhdlg.).
Die Integrale UL . . . up lassen sich so bestimmen, dass an (oj den
Periodicitätsmodul ni9 an den übrigen («„) den Modul Null, an (6y) den Modul
> hat. Dann ist (s. §. 20 d. Abhdlg.) ^ = ^ .
Diese jp Integrale mögen
_ /»y,(*,gl ÖF
^ " ST
sein.
Seien *19 &^ . . . STO,, jsm eine Anzahl Punkte in 7\ und u* . . . «j(m) die
Werthe der w in denselben. Die Punkte sollen dann auch öfters als Punkte
« * ' . . . w(m) bezeichnet werden.
Seien CL . . . cp irgend wie gegebene Zahlenwerthe , so lassen sich
diese Grossen immer nur auf eine Weise schreiben:
H
(a.)
wenn nicht &(Ui — cL...up — cp) identisch verschwindet für jeden Werth der
den Integralen tti . . . up gemeinschaftlichen oberen Grenze; ist Letzteres nicht
der Fall, so ist 9- eine Function dieser einen Grenze, oder des Punktes in
der Fläche T, auf den sich die Werthe von U L . . . U P beziehen; & ist Null
in den Punkten u'. .. u(p\
Die u können sich immer um Periodicitätsmoduln unterscheiden, ohne
dass dieser Ort ein anderer zu sein braucht. Ueberschreitet der Ort mehrere
Querschnitte, so ändern sich sämmtliche u um dieselben Vielfachen der Pe~
riodicätsmoduln, wenn man, zum Ausgangspunkte zurückkehrend, die u stetig
sich ändern liess; an die Stelle der Gleichungen (a.) müssen also die treten:
in h«ip) =( .)
wo Ä! . . . kp, /!. .. lp ganze Zahlen. Diese Gleichungen schreiben wir kürzer
(s. §. 15 d. Abhdlg.).
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Betrachten wir nun den Quotienten
= »(*,-«',
'
Derselbe bleibt (s. §.17 und §, 22 d. Abhdlg.) beim Ueberschreiten der (ay)
unge ndert, erlangt aber an (6y) den Factor:)
-c^^^
Diese Eigenschaft, an den beiden Seiten eines Querschnittes Werthe zu haben,
die sich um constante Factoren unterscheiden, beh lt Q auch nach Multipli-
cation mit
In den mp Punkten, in denen der Z hler von Q verschwindet, m gen die u
Werthe a' . . . a(m& haben, und in den Nullpunkten des Nenners seien (f ... ^mf>)
die Werthe der u.
Nach dem Vorigen ist:
Bezeichnen die g und h gebrochne Zahlen, so kann man (s. §. 15 d. Abhdlg.)
nur auf eine Weise schreiben:
= g i ni + 2 h alf , . . . &, çú + Ó Çì áñ
Dann erlangt
beim Ueberschreiten von (a„) den Factor e"~ ^m, beim Ueberschreiten von (6„)
den Factor e gi/m (in den betreffenden, auf anderem Wege hergeleiteten Re-
sultaten des §. 26 d. Abhdlg. ist ein Druckfehler).
Soll R rational sein, so m ssen g und h ganz, also
sein. Indem einige á und zusammenfallen, kann die Anzahl der Nullpunkte
jede, auch nicht durch p theilbare Zahl werden.
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Es giebt dies im Allgemeinen p von einander unabhängige Gleichungen,
in Folge deren p der Nullpunkte a durch die übrigen a und die bestimmt
sind. Man kann so wieder beweisen, dass eine wie s verzweigte Function,
die in Punkten so wird, ~p-\-\ Constante enthält.
Bemerkenswerte Ausnahmefälle hiervon werden uns noch in dieser
Abhandlung begegnen.
Anstatt nun die Verzweigungsart der algebraischen Function s von z
durch die Fläche T darzustellen, körinen wir auch s und z als Coordinaten,
F = 0 als Gleichung einer Curve ansehen.
Ist F(s, z] = 0 die Qleichung einer Curve vierter Ordnung, so ist,
m
wenn diese keinen Doppelpunkt hat, p — 3. f ( s , z ) = Q sei eine Curve m^Y
Ordnung, dann ist f eine Function von s und z, welche in 4m Punkten der
Fläche T - - wird, und zwar da, wo s = z = oc (s und z werden hier wie
noch weiter erwähnt wird, gleichzeitig unendlich); die 4m Nullpunkte, oder
die 4m Schnittpunkte von f=Q und F=Q sind daher durch 4m—3 von ihnen
bestimmt, wie bekannt.
Hat F = 0 einen Doppelpunkt, so ist /nicht die allgemeinste Function,
die in s = z — oo selbst oo von mter Ordnung wird, denn sie hat in den bei-
den im Doppelpunkt vereinigten Punkten (den Werthenpaaren , d nach §. 6
d. Abhdlg.) gleiche Werthe. Dadurch wird der Widerspruch aufgehoben, der
darin läge, dass beim Vorhandensein eines Doppelpunktes, d . h . f ü r / ? =2
(s. §. II) 4m-—2 der Schnittpunkte willkürlich wären.
Aus Obigem folgt, dass eine rationale Function nicht als Quotient zweier
& geschrieben werden kann. Sonst müssten
P Py „ --—· v /gia — ^ p
P
sein, oder die a und auf einander fallen, wenn nicht 9( —2 } identisch
Null ist.
Sei Q ein Quotient zweier &, so ist der einfachste Fall der, dass die
g und h den grössten Nenner 2 haben. Dann ist das Quadrat von
R = Q.e '
rational, also R eine Quadratwurzel einer rationalen Function; R hat dann an
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(ay)und (&„) dieFactoren 6~~2^ \ e+2^niy also +1 oder -1. Wir be-
zeichnen nun
und nennen den Complex
C\ €p}
die Charakteristik von R. Dieselbe kann einmal erhalten werden als Factoren-
System
e
v ly ef*m,
das andere Mal durch die Summen der endlich ^bleibenden Integrale über die
Nullpunkte des Zählers und die Summen über die des Nenners. In letzterem
Sinne kann man auch von Charakteristik der #-Function in Zähler und Nenner
einzeln sprechen. Leicht ist die Charakteristik eines Productes mehrerer R
zu bilden. Die Charakteristik von R! sei
n
so ist die von RRl oder von ~^—
ist hierin z. B. ^5=^ = l, so darf für «1 + 1?! = 2 in der Charakteristik 0 ge-
schrieben werden. Wir drücken dies kürzer auch so aus; nennen wir («) die
r>
Charakteristik von R, ( ] die von /Z,, so hat R.R1 oder -=- die Charakte-/C
ristik («+^) — («— 17).
In der Formel
__
wollen wir die #-Functionen einfacher
^(«^-Jce) und &(M
schreiben und u— durch t? ersetzen:
= e
ist von dem vorigen R nur um einen constanten Factor verschieden.
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Die #-Function des Z hlers kann mit dem Exponentialfactor zu einer
neuen allgemeineren #-Function vereinigt werden.
Der Exponent n mlich
P P P P PÓ Ó a^ mu my + 2<Ó ì çéì (íì — g(JL m - Óí Çì á^) — 2<Ó A„ íí
des allgemeinen Gliedes dieser Reihe kann durch Zerlegung der zweiten
Doppelsumme: 2ÓÓçéìÇíáìßí in
p p P pÓÓÇìáì^Ìí-\-ÓÓÇ,áì^éçì
in die Form gebracht werdeiv
^^a^(m,-*,)(m,-AJ+2^
welches nahezu die Form einer neuen #- Reihe ist, deren ÀÌì, mv aber
s mmtlich oder zum Theil gebrochene Zahlenwerthe durchlaufen. F gt man
zu dieser Reihe noch den Factor
so entsteht die Form
und die Exponentialreihe, deren allgemeiner Exponent dies ist, soll durch
oder k rzer
bezeichnet werden.
Die urspr ngliche #-Reihe ist speciell #(0 0V0). D*e Zahlen éçì— &ì
durchlaufen alle ganzzahligen oder um £ davon verschiedenen Werthe. Wir
haben, wenn wir diese Werthe wieder als íçì bezeichnen, die #-Reihe jetzt
in der Form
^Je—oo
Diese Reihe bleibt offenbar unge ndert, wenn s mmtliche m durch —m ersetzt
werden. Man kann dies aber auch erreichen, indem man VL ... t>p in — vt... — vp
verwandelt und mit
p
™ Ó *ì G ì
e ' · = e '
multiplicirt. Daraus folgt
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oder, die #-Function mit der Charakteristik («) ist gerade oder ungerade,
je nachdem
«X + — + Vi 0 mod. 2
oder
«i «i H ----- h^4 l mod. 2.
Für p = i ist (j) die einzige ungerade Charakteristik (^ ), (1), ^  sind die
geraden.
Für p = 2 sind
, /l 0\ /i ON /l I N / //ix /O Ix
U 0> U 1> U (V> U) 1> \0 \)·> U l/
die 6 ungeraden, ausserdem giebt es 10 gerade. Die Gesammtzahl beider
Arten ist immer 22p. Sei ap die Zahl der geraden, ßp die der ungeraden
Charakteristiken; aus jeder der ap erhalten wir eines der ßp+1 durch An·^
hängen von , und eines der ap durch Anhängen von ^ , Q oder ?; um-
gekehrt bei ßp; dies liefert die Gleichungen
ßf+1 ±= 3/
hieraus
Da «! = 3, /?! — l, so kommt
Nach diesen Erörterungen über gerade und ungerade & benutzen wir
wieder die alte Schreibweise für R, kürzen dieselbe aber ab, indem wir nicht
den Exponent!alfactor mit hinzuschreiben und auch statt der p Argumente nur
eines ohne irgend einen Index hinschreiben. Wir schreiben also
P
R = l~ ·
l
Soll R in p—l Punkten Null werden, so hat es die Form
p- l
#(t*—u f— «)
R = £r-
#(«-«'--££>
l
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Dies kann eine Quadratwurzel eines rationalen Ausdruckes z. B. dann sein, wenn
Wir haben z. B. in der ersten Gleichung die p— l Punkte â zu bestimmen; sie
gen gen den p Gleichungen, die in dieser einen stecken und die Summen,
ber die p— l Punkte doppelt ausgedehnt, sind Null. Diese p — l Punkte
sind daher solche, in denen eine Function ö gleich O2 werden kann. Sollen
n mlich durch p Gleichungen
2f
 = (¼, . . . 0)
p—\ der 2p— 2 Punkte als Function der brigen bestimmt werden, so sind
stets, wie ich in einer kleinen Abhandlung genauer ausf hren werde, die 2p— 2
Punkte die, wo eine Function ö gleich Null werden kann. In den jetzigen
Gleichungen fallen die 2p — 2 Punkte paarweise auf einander, also ö ist in
p -l Punkten O2.
Diese Systeme Ó 'a und Ó â gen gen der Bedingung, dass die g und
h den gr ssten Nenner 2 haben. In R m ssen solche & eingef hrt werden,
dass &(n — u— Ó a) = 0 f r n = n'; oder
muss gleich Null sein f r 0 = 0; dieser Bedingung gen gen unbedingt die un-
geraden &. Nun sei ö = O2 in den Punkten a, ifj = O2 in den Punkten â
(auch ip eine Function, so dass i ~* · ein endlich bleibendes Integral), so
J "âÔ
muss R2 = — sein, oderø *>
api-ii^y«) / ö_
- '
Die Constante A wird nat rlich von der Lage des Punktes uf abh ngen.
Diese Quadratwurzeln ^ö, ]/ø nennt Riemann Abelsche Functionen, und
wir werden sehen ö=0, ö = 0 sind f r unseren Fall die Doppeltangenten.
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§. 2.
Darstellung der Doppeltangenten durch #-Funetionen. Berührung von Curven.
Ein algebraischer Satz.
Es sei F(s, «) = 0 so beschaffen, dass kein Glied der Gleichung den
vierten Grad übersteigt, F=0 auch, wie wir sagen wollen, von vierter Ord-
nung. Dann kann man für s = z = aus F = 0 eine Gleichung herleiten,
o
welche vier endliche Werthe von — liefert, s und z sind also gleichzeitig un-
dF
endlich. -T— wird für s = z = selbst oo3, also in 12 Punkten 1. Fallenäs
daher keine Wurzeln von -^— = 0. -3— = 0 auf einander, so ist « /— 12 =7 7dz
2p+2n—2, mithin
2| = 12- , -3,
(s. §.7 d. Abhdlg.).
Wir können uns nun, anstatt die Verzweigungsart der Function s von
z durch die Fläche T darzustellen, die Gleichung Ffo e) = 0 als Gleichung
einer Curve denken, s und z die Coordinaten eines Punktes einer Ebene.
Wären l, 2 oder 3 Doppelpunkte vorhanden, d. h. wäre für l, 2 oder 3
r)f f)1?Werthenpaare von s und z: -y- — -^— = 0, so würde sich /> respective auf
2, l oder 0 reduciren; mehr Doppelpunkte können also nicht da sein, ohne
dass die Fläche T zerfällt, oder die Curve F— 0 aus Theilen besteht*).
Nehmen wir einen Doppelpunkt an, so lässt sich in der That zeigen, dass
man auf den von Rosenham untersuchten Fall kommt.
Sind p = Q, q = 0 die Tangenten im Doppelpunkt, so kann F=0 in
die Form gebracht werden:
0 =
Dann ist r — — nur in zwei Punkten der Fläche oo1; es werde daher
p~qr eingeführt; dann erhält man
*) Man kann dies allgemein durchführen und findet so den Grund, warum das
Maximum der Anzahl von Doppelpunkten der Anzahl Punkten gleich ist, in denen
sich zwei Curven C« immer noch schneiden müssen, die durch ——* 1 Punkte&
gehen (s. Plücker, algebraische Curven, p. 216).
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und hier ist -77- die Quadratwurzel einer Function, die nach r vom sechsten
aq
Grade ist, also p = 2.
Wir bleiben zunächst bei p — 3 stehen. Solche Curven haben be-
kanntlich 28 Doppeltangenten; dass so viele existiren müssen, werden wir
auch hier sehen.
dFAlle endlich bleibenden Integrale haben, da -~p- von dritter Ordnung
ist, die Form
äs + bz + c *
dF
ds
und sind daher augenscheinlich durch drei lineare ausdrückbar. Denken wir
uns jetzt F(s, z] = 0 als Gleichung einer Curve, s und z Coordinaten in einer
Ebene. Dann sind = 0 alle beliebigen, die Curve schneidenden Geraden.
Seien u . . . tilv die Werthe der u in den vier Schnittpunkten; dann müssen
die Anfangswerthe der u so bestimmt werden, dass
(u'L-\ \-U\V · · · ^ 3+"'+^3V) =E (0...0)
(s. §. 23 d. Abhdlg.).
Seien x = Q, £ = 0 die Gleichungen zweier Doppeltangenten; dann
fallen u1. . . n}v auf zwei Punkte zusammen, a', a" für und fi'9 ß" für c.
Es muss daher 2(a' + a")^0 und 2(/?'+/3") = 0 sein, so dass
r
2
 =
rational und zwar gleich ist, oder
. &(u-u'~ßf— /s") '
Die # in Zähler und Nenner müssen ungerade i9 sein, wenn man & — &' als
Argument derselben betrachtet, damit ^(n—uf—ar—a") = 0 für u = u', und es
giebt daher so viele Doppeltangenten, als es ungerade # giebt, d. h. 22(23—l)
= 28 für p = 3.
Die Anzahl der Doppeltangenten (oder allgemein der ^46^/schen Fun-
ctionen) würde eine grössere sein, wenn auch gerade #-Functionen
*(«)(*)
gleich Null sein könnten für D = 0.
Ist/? = 2, also ein Doppelpunkt vorhanden, so geben die Doppeltangenten
nicht mehr ^4öe/sche Functionen, da die Functionen dann alle im Doppel-
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punkte Null sein, also = 0 durch den Doppelpunkt gehende Geraden sein
müssen.
Ich werde am Schlüsse dieser Abhandlung die Ausdrücke der Doppel-
tangenten durch #- Functionen geben, und den in meiner Habilitations-
Dissertation für die ^46e/schen Functionen bewiesenen Satz auch auf solche
Doppeltangenten ausdehnen, die nicht Abehche Functionen geben (der Ausdruck
sei erlaubt).
Zu allgemeineren Formeln gelangt man durch die Untersuchung der
in vier Punkten berührenden Kegelschnitte. Seien x — 0, £=0 zwei Doppel-
tangenten, ff . . . ß]y ihre Berührungspunkte. Seien a' . . . aiv vier andere, den
drei Gleichungen Genüge leistende Punkte
Für die Summen ----- [- sind dann 64 verschiedene Werthe möglich, nämlich
(2.)
Hier muss nun das eine System e| = ··· = 4 = ^  = ··· = £3 = 0 abgerechnet
werden, und man gelangt so in ganz ähnlicher Weise, wie Herr Clebsch gezeigt
hat, zu dem Satze: durch jeden Punkt können 63 in ihm und noch 3 anderen
Punkten berührende Kegelschnitte gelegt werden.
Nehmen wir für den beliebigen Punkt einen Berührungspunkt einer
Doppeltangente x, so müssen a?9 , etc. abgerechnet werden, £*=0 eine be-
liebige andere Doppeltangente; es bleiben daher 36 Kegelschnitte übrig:
Durch jeden Berührungspunkt einer Doppeltangente gehen 36 Kegel-
schnitte, die in ihm und noch 3 anderen Punkten berühren.
Alle berührenden Kegelschnitte lassen sich demnach in 63 Gruppen
/S
einordnen; sind Si — O, S2=0 zwei einer Gruppe, so ist V -g*- rational durch
s und z ausdrückbar.
Es mögen «' . . . ce!V und ß' . . . ßiv die Berührungspunkte von S2 = 0
und SA = 0 sein. Dann ist
-u— a— a
eine rationale Funqtion, die in vier Punkten oc1 wird. Sie enthält demnach
=2 Constante (s. §. 5 d. Abhdlg.). Legt man durch die ß9 . . . ß}v
14*
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einen Kegelschnitt
 1=0, so schneidet er noch in vier Punkten. Legen wir
durch diese a2 = 0, so enthält o2 noch zwei Constanten und kann daher so be-
stimmt werden, dass
-£·_ - ,/*L
o, ~ \ S,
/ o _
Ebenso kann, wenn S3 in dieselbe Gruppe gehört, ]/-—- = —- gemacht wer-
* ' ^
den, und es gehen
 19 2, <r3 durch dieselben vier Punkte. Daher können
Constanten ft19 &2, &3 so bestimmt werden, dass
kLo1+k20z + k3a3 = 0
oder
*iA + Ä:2|/S2 + Ä3l/S3 = 0.
Specielle Kegelschnitte S sind die Producte , «/% & , wenn # = 0 . . . =0
Doppeltangenten sind und - , iyn> ]/ in dieselbe Gruppe gehören; wir
finden hierdurch unsern algebraischen Satz für p = 3:
Zwischen drei in dieselbe Gruppe gehörigen Producten je zweier Abel-
schen Funktionen findet eine lineare Gleichung mit constanten Coefßcienten
statt *}.
Diese auf die Anzahl der Constanten gestützten Beweise, von denen
Riemann den ersten in seinen Vorlesungen gegeben hat, lassen sich sehr ein-
/fach führen: Sei l/— rational; es wird in 2p —2 Punkten oc1, muss also
p—i Constante linear enthalten. Man erkennt aber hierin eine Lücke; offenbar
ist -^- auch in 2p — 2 Punkten oc1 und enthält dennoch p Constanten (die in
% F F ^
1 enthaltenen Constanten). Es hat dies einen tiefer liegenden Grund, wie
schon oben angedeutet wurde. Dieser Satz soll im Folgenden als Fundamen-
talsatz bezeichnet werden. Aus den Darstellungen der berührenden Curven
durch -Functionen folgen auch alle die Sätze, welche Herr Clebsch gegeben
hat, und es ist auch im Wesentlichen diese bis jetzt benutzte Anwendung der
//-Functionen identisch mit der directen Anwendung des Additionstheorems,
wie es Herr Clebsch zeigt. Nur einen Satz will ich hier besonders anführen,
nämlich:
Die Berührungspunkte von 3 Doppeltangenten # = 0, y = 0, s ^ O
können nicht auf einem Kegelschnitt liegen, wenn die Charakteristik von
*) Dieser Satz ist von Hesse bewiesen worden. Er ist der specielle Fall eines
ganz allgemeinen Theorems.
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gerade ist. Lägen diese 6 Punkte af . . . auf einem Kegelschnitt, so schnitte
derselbe in noch 2 Punkten, ß\ ß", und es wäre
oder da 2(a'-f ----- f-avl) = (0, 0, 0), so müsste auch
sein. Dann wäre (ß'+ß") = (a'H ----- r<*VI) eine gerade Charakteristik und die
beiden durch ß', ß" bezeichneten Punkte müssten wegen 2 (/?'+/?") = (0, 0, 0)
offenbar Berührungspunkte einer Doppeltangente sein. Wenn also keine ge-
rade #-Function 5- (»)(« — #') gleich Null ist für Werthe Null der Argu-
mente, oder, was dasselbe ist, wenn es nur 28 Doppeltangenten giebt, so
ist unser Satz wahr. Wir können ihn auch so aussprechen: Liegen die 6
Berührungspunkte von drei Doppeltangenten auf einem Kegelschnitt, so geht
dieser auch immer durch die Berührungspunkte einer vierten Doppeltangente,
und diese vier Doppeltangenten sind zwei Paare einer Gruppe.
Geht man von den Charakteristiken aus, die zu p = 2 gehören, so
überzeugt man sich leicht, dass jede der 63 Gruppen auch auf gleich viele
Arten als Product ]/ erhalten werden kann, oder dass in jede Gruppe gleich
viele, nämlich
28.27 _
 ft
1.2.63 ~
Paare von Doppeltangenten gehören, sammt unendlich vielen Kegelschnitten
$yri rational).
§. 3.
Geometrische Anwendungen des algebraischen Fundamentalsatzes.
Ich habe schon in meiner Habilitationsdissertation erwähnt, dass die
Gleichung F(s, a) = 0 durch eine Gleichung
(1.) M+i/yq-f /»S = 0
ersetzt werden kann; wir sehen # = 0, . . . £ = 0 sind Doppeltangenten, die
paarweise in dieselbe Gruppe gehören. Diesen Satz kann man auch unab-
hängig von Betrachtungen über die Anzahl der Constanten beweisen, und es
sollen jetzt Sätze entwickelt werden, die aus demselben folgen.
ß Cx 1
In jeder Gruppe giebt es ' ' Combinationen, die sich zu einer Glei-
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chung wie (1.) vereinigen lassen, so dass man 1260 Gleichungen dieser Art
hinschreiben kann. Denkt man x9 î, etc. durch drei Variable linear homogei),
oder linear durch die fr heren Variabein s9 z und die lineare Einheit ausge-
dr ckt, so werden diese 1260 Gleichungen alle eine identische Folge einer von
ihnen, etwa von (1.). Aus (1.) folgt
(2.) -2
Daraus folgt: die 8 Ber hrungspunkte zweier in dieselbe Gruppe geh riger
Paare von Doppeltangenten liegen auf einem Kegelschnitt.
Jede Doppeltangente hat eine ungerade Charakteristik (d. h. bildet man
die Summen f/i + w/ . . . % + % f r die Ber hrungspunkte, so sind sie gleich
Ausdr cken wie die rechten Seiten von (2.) in §. 2, («) eine ungerade Cha-
rakteristik), mithin auch die von y'x^y, welche der von }/ç gleich ist, ungerade.
Wir wollen die Charakteristik eines Ausdruckes dadurch bezeichnen, dass wir
ihn in Klammer setzen:
(j/^I) - (l/l?).
Es giebt in jeder Gruppe 15, im Ganzen
1^* - 315
Kegelschnitte, welche 8 Ber hrungspunkte von Doppeltangenten verbinden
(Salmon, treatise etc. p. 198).
Die Benutzung der & wird uns zeigen, dass 6 Ber hrungspunkte dreier
Doppeltangenten #,, a?2, x3 auf einem Kegelschnitt liegen, oder nicht, je
nachdem
ungerade oder gerade, oder je nachdem x3 in der Gruppe xLx2 vorkommt oder
nicht. In jeder Gruppe sind 12, also ausserdem noch 16 Doppeltangenten;
daher giebt es
.ùößÀ
 = 2016O
Combinationen von drei Doppeltangenten, deren Ber hrungspunkte nicht in
einem Kegelschnitt liegen, und
^^-· = 1260
solche, wo dies stattfindet (s. Hesse, dieses Journal, Bd. 49, pag. 319). Be-
trachten wir jetzt neben den Gruppen ÷î9 yç die beiden ÷ç, y§ und xy, îç;
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dieselben k nnen ausser x, y, î9 ç keine Doppeltangente gemein haben.
W re z. B. & auch in ÷ç vorhanden, so h tte man neben (1.) und (2.) eine
Gleichung, etwa:
= 0, oder — 2abyxîyç — a?
Eliminirt man die Wurzeln, so kommt:
Diese Gleichung muss, da F~0 irreductibel ist, identisch erf llt sein; oder
es muss sich z mit ÷ und y oder mit î und ç in einem Punkte schneiden.
Dieser Punkt muss auf dem Kegelschnitt liegen
xî+yç — z>æ = 0,
d. h. einer der Ber hrungspunkte von x, y und z oder |, ç und z selbst sein.
Er w re dann nothwendig ein Doppelpunkt der gegebenen Curve F=0. Soll
p— 3 sein, so k nnen sich demnach nicht drei solche Doppeltangenten in
einem Punkte schneiden; da z nicht in der Gruppe ÷ç vorkommt, so muss
gerade sein. Ebenso kommt z nicht in xy vor, so dass
auch gerade sein muss.
Drei Doppeltangenten, deren Charakteristiken eine gerade Summe geben,
k nnen sich also nicht in einem Punkte schneiden.
Eine andere Analyse zeigt, dass sich wohl ÷'î und y in einem Punkte
treffen k nnen; dann geht auch ç durch diesen Punkt. Dies ist der specielie
Fall eines Steinerschen Theorems (Ueber algebraische Curven, welche einen
Mittelpunkt haben, dieses Journal, B. 47, p. 21).
Mehr als vier Doppeltangenten k nnen sich nicht in einem Punkte
schneiden, ohne dass derselbe ein Doppelpunkt der Curve selbst wird.
Eine fl chtige Betrachtung der Charakteristiken gen gt zu zeigen, dass
es nicht zwei Gruppen giebt, die gar keine Doppeltangente gemein haben.
Sei n mlich
÷'î yç ' ææ z& Æ2æ2 *3æ3
eine Gruppe, so erh lt man noch 30 Gruppen durch Vertauschungen, wie xy,
îç und ÷ç, y£. Ferner kann man wieder z. B. î mit irgend einer der 16 nicht
in dieser Gruppe vorkommenden s, £ vereinigen; da (\/x'$st) nie (goo
l/#£*f nicht rational ist (indem s und t nicht in ÷'î vorkommen), so erh lt
man hierdurch noch 32 Gruppen; jede der 63 Gruppen muss also mit der
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ersten (÷î) wenigstens eine Doppeltangente gemein haben, Drei Gruppen, wie
÷î yç ss£ Æ3æ3
(á.) ÷ç yî r s r3s3
xy îç tu t3u3
umfassen nach dem Vorigen alle 28 Doppeltangenten.
ist O
Es giebt aber noch andere Systeme von drei Gruppen.
Sei
ab, á^ . . . á5ü5
eine Gruppe. Eine zweite sei (6c), c nicht in (ab} enthalten. Dann ist
(\labc] gerade, aber nach dem Fr heren entweder (tfbaLc) oder (ybbLc) un-
gerade; denn die drei Gruppen ba , 6áç 661 enthalten alle Doppeltangenten.
Daraus folgt, dass bi oder a19 ebenso dass 62 oder a2 . . . 65 oder «5 mit in
(6c) enthalten sind, so dass die Gruppe bc die Gestalt haben wird (da die
Bezeichnung durch a oder b willk rlich ist):
bc, blcl . . . 65 c5,
und es giebt nun eine dritte Gruppe,
ca . . .
so dass
(s. Steiner, dieses Journal, Bd. 49, p. 268).
Schreibt man irgend drei solchen drei Gruppen entsprechende Glei-
chungen hin, wie (1.), also etwa
so muss man die rechte Seite der durch Multiplication entstehenden Glei-
chung durch die Gleichung (1.) rational machen k nnen, denn die Producte
]/aìbì.bvcv.cðað sind rationale Functionen und zwar von der dritten Ordnung;
man erh lt so
3
\fttb. bi GI . c2 #2 ==: f(s9 ) ,
4
wenn s und z die in F(s,&) = 0 angenommenen Variablen. Diese Gleichung
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wäre eine Transformation von (1.) oder vermöge (1.) eine Identität; sie sagt
aus, dass die 12 Berührungspunkte von irgend 6 Doppeltangenten a, b ... a2,
b2 von denen nicht zwei Paare zu einer Gruppe gehören, auf einer Curve
dritter Ordnung liegen: f(s,z)~Q.
Ein System wie (a.} giebt nicht zerfallende Curven f — Q einmal durch
die 64 Combinationen zfcrstu; dies sind Combinationen der Art, dass nicht
irgend 6 Berührungspunkte, etwa von zCr auf einem Kegelschnitt liegen. Dies
würde —~— = 1344 Curven /*3 geben (abweichend von Hesse, Bd. 49, p. 324
dieses Journals). Ferner rühren nicht zerfallende Curven von (a.} her, in-
dem man Combinationen wie x^rstu bildet; dies ist 6.16 — 96 mal möglich;
zu jedem System (a.) gehören also 160 eigentliche Curven f=0.
Ein System der zweiten Art giebt solche nur auf 6.5.4 — 120 Arten.
Die Gesammtzahl der Curven /*3 = 0, die durch 12 Berührungspunkte
gehen, ist übereinstimmend mit Hesse, 6048 (s. Steiner a. a. 0.).
/>O r>(\
Es giebt offenbar ' ^ = 651 Systeme beider Arten im Ganzen *).
Sys teme S4. Nehmen wir 4 Gruppen, so dass die Summe ihrer
Charakteristiken (QQQ) ist. Es wären hier noch mehr Unterfälle zu unter-
scheiden, je nachdem je zwei der Gruppen 4 oder 6 Doppeltangenten gemein
haben, Ich unterlasse vorläufig diese Discussionen (Fragen, die Steiner am
Ende seiner Abhandlung stellt); es genügt zu sehen, dass diese Hülfsmittel
dazu ausreichen. Es folgt sofort, dass diese 16 Berührungspunkte solcher
Doppeltangenten, welche Paare aus je einer solcher 4 Gruppen eines Systemes
bilden, auf einer Curve vierter Ordnung liegen. Bezeichnen wir symbolisch
durch die Anzahl der möglichen Gruppen zugleich irgend eine derselben;
nimmt man eine Gruppe 63 und eine andere 62, so sind noch 60, die kein
System S3 bilden und daher
63.62.60
 Q „
1.2,3.4 = 9765
Systeme S4.
Ebenso giebt es Systeme S5 von 5 Gruppen, x&...x&) so dass
*) Bildet man das (rationale) Product
(» ^.^»1&.»1& 3 3·^ 1 ·* · <»· * 1* · 8*8)>
so sieht man, dass alle Berührungspunkte der 28 Doppeltangenten auf 7 Kegel-
schnitten liegen (s. Hesse, dieses Journal, Bd. 40, p. 260).
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 2, 15
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]/ . . . #515 = f ( s , z). Die Berührungspunkte von 5 Paaren von Doppeltan-
genten, aus jeder Gruppe von S5 eines genommen,, liegen auf einer Curve fünfter
Ordnung. Die Anzahl findet sich, wie folgt. Nimmt man die Gruppen 63,
62, 60 an, so giebt eine der übrigen 59 ein System S4; noch zwei bilden
mit 60 und 63 oder 62 ein System S3, so dass 56 übrig bleiben, oder die
Gesammtzahl der Systeme S ist: 63·^60^56
 = 109368.
Man kann so mit Steiner bis zu Systemen S6 und S7 gehen, für
wrelche die in dessen Abhandlung angegebenen Eigenschaften stattfinden, und
man findet:
4 L i o 63.62.60.56.48 0*9Anzahl von S6: ^-r -. = 874944,U . O ... l
A LI o 63.62.60.56.48.32
 Onnn^^Anzahl von S7: ^—g = 3999744.
Wollte man ein System S8 bilden, so blieben 30 Gruppen, die kein S7 mit
63 ... 32 bilden; davon gehen
5.4.3.2 5.4.3 5.4 _
 g()
\ 4 O Q i * O ' ^ OU1.2.3.4
ab, welche mit 32 und 4, oder 3, oder 2, oder l der 63 ... 48 ein System
respective S6 . . . S3 bilden, d. h. es giebt keine Gruppe mehr, die nicht schon
in diesen enthalten wäre, oder es giebt keine Systeme S8, & , . . . .
Ausserdem giebt Steiner Sätze bezüglich der Kegelschnitte, welche in
einem Punkte vierpunktig, in 2 anderen zweipunktig berühren. Dieselben
lassen sich durch die Methoden, wie sie z. B. in „Salmon, Kegelschnitte, über-
setzt von Fiedler" p. 403 angegeben sind, und wie Hesse erwähnt (Bd. 49,
p. 262 dieses Journals), finden. Einige weitere von Steiner darüber gegebene
Sätze sind eine augenblicklich zu ersehende Folge der Erzeugung der Curve
vierten Grades durch projectivische Kegelschnittsbüschel, die man durch zwei-
mal je 4 Berührungspunkte (etwa von xy, , ]/ / rational) legt.
§. 4,
Curven mit einem Doppelpunkte (p = 2).
r)FDer Ausdruck -~— wird jetzt ausser in den 10 Verzweigungspunkten
in zwei Punkten O1, in denen 8 = , z = d.. Functionen sind Ausdrücke
erster Ordnung, die in diesen Punkten 0 sind, oder = 0 sind durch den
Doppelpunkt gehende Gerade. Sei a der Berührungspunkt einer durch diesen
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Punkt gehenden Tangente, einer uneigentlichen Doppeltangente , â der einer
zweiten, ÷ = 0, y=0 die Gleichungen derselben; dann ist
2a = 2/3 ÎÎÎ 0
und
fr (M — M'— g) ___ ijx_
&(u-u'- ) " T *
die Bezeichnung der #-Function im fr heren Sinne verstanden. In den zwei
Punkten, welche in der Fl che T dem Doppelpunkte entsprechen, habe % die
Werthe u^ ul; n2 die Werthe n'^ %; diese Punkte sollen die Punkte «', w"
genannt werden. Seien a . . . av] die Schnittpunkte einer Geraden, so ist
offenbar:
(a H h« IV) ÎÎÎ («'+«''+2«) = (u + u").
F llt a"' mit a'9 alv mit a" zusammen, so wird die Gerade Tangente; es ist
dann
2 («'+«") = («'+«"), oder a'+a" = u'+^u" +î,
wo 2ß = 0.
Seien '9 " Ber hrungspunkte einer anderen Doppeltangente
+ " = "" ""
so ist
XM_J^_A
(2.) -
wenn r — Ï, ß = 0 die Gleichungen dieser Doppeltangenten sind. Es giebt
16 Charakteristiken, also 16 Werthsysteme |, ç entsprechend den 16 Doppel-
tangenten; darunter sind 6 ungerade Charakteristiken, entsprechend in (1.)
den 6 durch den Doppelpunkt gehenden Tangenten. Sijid af. . . «1V5 /?'. . . {V
resp. die Schnittpunkte zweier Geraden, so ist
rational; eine in / ? ' . . . /?IV unendliche Function enth lt 4—2+1 = 3 Constante
linear, also ist wenn als + blz + cl = 0 in den Punkten , as~\ * , — der
^1 * ~T °1 * l " Cl
allgemeinste Ausdruck einer in /?' . . . w unendlichen Function, also m ssen
auch diese Functionen, f r welche af" = a', áéí = a" in dieser Form enthalten,
15*
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mithin in der That die #- Ausdrücke, die wir angegeben haben, geradlinigen
Doppeltangenten entsprechen.
Der Ausdruck
/' / u'+u"
JL= ^ *~
t \ . u'+u"„(
«
hat ersichtlich, wie es sein muss, in u' und u" gleiche Werthe. Dagegen
hat ]/— in u und u" entweder gleiche oder entgegengesetzte Werthe.
Es giebt für p ==2 15 Gruppen; die 6 ungeraden Charakteristiken
lassen sich auf 15 Arten zu zwei combiniren; in jeder Gruppe ist daher ein
Paar ungerader Charakteristiken. Die anderen 4 ungeraden Charakteristiken
combiniren sich in jeder Gruppe mit 4 geraden; es bleiben dann noch 6 ge-
rade, die sich zu 3 Paaren ungerader Charakteristiken vereinigen; denn offen-
bar sind hier in jeder Gruppe alle Charakteristiken enthalten.
Jede Gruppe enthält 8 Paar eigentliche Doppeltangenten, l/— ist in u'
und u" von gleich grossen oder entgegengesetzten Werthen, je nachdem und
beide gerade oder ungerade, oder eines gerade, eines ungerade ist. Die Paare
yrt, die in v! und u" gleiche Werthe haben, nennen wir erster Art, die an-
deren zweiter Art. Es giebt in jeder Gruppe 4 Paare erster Art und 4
Paare zweiter Art von Doppeltangenten.
Betrachten wir
/
jrtdz
£-ds
Dasselbe wird in n', u" logarithmisch unendlich, etwa wie A f l o g ( z — d ) und
J." log O — (T); es ist
A' + A" = 0,
je nachdem j/r£ erster Art oder zweiter Art ist. Sei ^rltl von derselben
Gruppe und Art wie }/rt, logarithmisch unendlich in u', u" wrie ^4ilg(a — J),
AI log (z — d}, so wird:
.-
-5—ds
in u1 und u" unendlich sein. In dieselbe Gruppe wie ]/rt gehört auch ein
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Product }jxy (s. (1.)). Das Integral/- dzds
ist endlich. Nach dem algebraischen Fundamentalsatze, da p = 2, besteht
demnach eine Gleichung der Art:
+ Älu—A'ui = Const.
= 0,
dF
^ ~di
oder
a eine Constante.
Ebenso besteht zwischen drei Paaren r f , r^, r2t2 derselben Gruppe
und Art eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten :
ayrt + aiyr1ti+ 02^12 = 0.
Paare uneigentlicher Doppeltangenten kann man gewissermassen sowohl erster
als z weiter Art nennen. Es giebt 2. 15 = 30 mal je 5 Paare Doppeltangeuten
r = 0, £ = 0, so dass zwischen den yVi lineare Gleichungen stattfinden; bei
p = 3 waren allemal je 6 solcher Paare; dies erklärt sich naturgemäss, da
das Paar der uneigentlichen Doppeltangenten allemal doppelt zu rechnen ist.
Die 8 Berührungspunkte von Doppeltangenten derselben Gruppe und
Art liegen auf einem Kegelschnitt.
Die 8 Berührungspunkte von Doppeltangenten derselben Gruppe und
ungleicher Art liegen auf einer Curve dritter Ordnung, welche durch den*
Doppelpunkt geht und die gegebene Curve noch in 2 Punkten schneidet, die
mit dem Doppelpunkte auf einer Geraden liegen.
Sei nämlich # = 0 diese Gerade, j/ri, i/r^ entgegengesetzter Art,
gleicher Gruppe, so kann man
schreiben (s. Abhdlg. §. 8), f ( s , ) eine Function dritten Grades und dritter
Ordnung.
ft eine
eine
. . . , , £ f O l+\
Diese Schreibweise ist auf unendlich viele Arten möglich, 2. B. ^rtriti ±= -——,
i  andere durch den Doppelpunkt gehende Gerade. Dann ist f(sfz).gl ~ ft(s,z).g
5 Transformation der Gleichung Ffa si) sä 0,
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Es giebt im Ganzen ' * = 140 Combinationen der Art, dass
Ji rational ist; 60 davon geben je 8 Berührungspunkte, die auf einem Kegel-
schnitte liegen; 80 Combinationen liefern Curven dritter Ordnung f(s,z>} = 0.
In jeder Gruppe giebt es ausser den 8 Paaren eigentlicher noch ein
Paar uneigentlicher Doppeltangenten. Hier gilt der Satz:
Die beiden Berührungspunkte dieser letzteren liegen mit den vieren eines
Paares eigentlicher Doppeltangenten derselben Gruppe auf einem Kegelschnitt,
der auch durch den Doppelpunkt geht, Es giebt 15.8 = 120 solcher Kegel-
schnitte.
Wir betrachten nun Combinationen von 6 Doppeltangenten x{ — 0, . . .
Xf] — 0, so dass ]/XL .. . a?6 rational durch s und z ausdrückbar ist.
Hier sind folgende Fälle möglich:
xl — 0 . . . XQ = 0 sind die 6 durch den Doppelpunkt gehenden Tan-
genten. Dann ist ] f x t . . . x G rational von dritter Ordnung, in n', u" gleich O3
und in den 6 Berührungspunkten Null. Diese rationale Function hat in u', u"
gleiche Werlhe, nämlich Null; sie braucht also in ihrer Darstellung durch s
und s keinen in u', u" verschwindenden Nenner; die 6 Berührungspunkte
liegen demnach auf einer Curve dritter Ordnung, welche mit der gegebenen
Curve den Doppelpunkt als solchen gemein hat, deren Zweige die Zweige
der gegebenen Curve im Doppelpunkte tangiren.
Es seien 4 der xl. . . #6 uneigentliche, 2 eigentliche Doppeltangenten.
Es giebt 8.15 = 120 solcher Combinationen; die 8 Berührungspunkte liegen
auf einer Curve dritter Ordnung, die den Doppelpunkt als solchen mit der
gegebenen Curve gemein hat.
Ferner giebt es Combinationen zweier uneigentlicher und vier eigent-
licher Doppeltangenten; die 10 Berührungspunkte liegen auf einer durch den
Doppelpunkt gehenden Curve dritter Ordnung. Es giebt —r-oV"i—^16801 .£,o.4
solcher Curven.
Endlich mögen alle xl. . . XG eigentliche Doppeltangenten sein. Hier
hat ]/#!...#6 in u', u" gleich grosse Werthe, wenn eine gerade Anzahl; ent-
gegengesetzte Werthe, wenn eine ungerade Anzahl von ungeraden Charakte-
ristiken in den XL . . . x6 enthalten sind. Im ersten Falle liegen die 12 Be-
rührungspunkte auf Curven dritter Ordnung, im zweiten Falle auf Curven
vierter Ordnung, die durch den Doppelpunkt gehen und noch in 2 Punkten
schneiden, die mit dem Doppelpunkte auf einer Geraden g = Q liegen. Im
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zweiten Falle nämlich kann man schreiben: }/ ...
 6= *'
z
 . Beide Fälle
„ , , 16.15.14.12.8 ..0 ,. , , ..
zusammen linden aut j 2 3 4 5 6 ~ verschiedene Arten statt; dies theilt
sich wie folgt:
1. Fal l : 6 ungerade 0 gerade Char. l mal
4 - 2 - - 45 -
2 - 4 - 195 -
0 - 6 - - 15 -
2. Fal l : 5 - l - - 0 -
3 - 3 - 120 -
1 - 5 - - 72 -
Es gieht daher im Ganzen 256 Curven dritter Ordnung, 192 Fälle von Curven
vierter Ordnung. Die Herleitung der einzelnen Zahlen würde zu weitläufig
sein. Keine dieser Curven zerfällt in niedere.
Man erkennt ohne Schwierigkeit., dass es keine Combination von 6
eigentlichen Doppeltangenten giebt, für welche nicht ]/#!... #6 oder die Wurzel
aus dem Product von 4 oder 2 der xl . . . x6 rational wäre. Von complicir-
teren Combinationen als den bisher betrachteten giebt es also nur solche mit
eigentlichen und uneigentlichen Doppeltangenten. Der einzig noch mögliche
Fall, der zu unzerlegbaren Curven führt, ist:
4 eigentliche und 4 uneigentliche Doppeltangenten; ihre Berührungs-
punkte liegen auf einer Curve vierter Ordnung, die mit der gegebenen den Dop-
pelpunkt als solchen gemein hat. Dies ist möglich auf * = 1680 Arten.
Es giebt keine Systeme höherer Art als S4, im Sfemerschen Sinne.
Eine wie T verzweigte algebraische Function , die in m Punkten
unendlich wird, enthält hier im Allgemeinen m—i Constante. Die Bedingung,
dass in u und u" gleiche Werthe erlangen soll, lässt in nur m — 2 Con-
stante willkürlich; enthält also dann so viel Constante linear, als es enthält,
wenn p = 3, oder wenn die einzelne Curve F(^Ä) — 0 keinen Doppelpunkt hat.
Hat die gegebene Curve vierter Ordnung zwei Doppelpunkte, so ist
p = l. Die Ausdrücke der durch einen dieser Punkte gehenden Doppeltan-
genten durch #-Functionen sind sehr einfach anzugeben; bei der Darstellung
der eigentlichen Doppeltangenten muss von der Bedingung Gebrauch gemacht
werden, dass die darzustellende Function in den je zwei einem Doppelpunkte
entsprechenden Punkten der Fläche T gleich grosse (oder, da wir Quadrat-
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wurzeln rationaler Functionen ausdrücken, auch entgegengesetzte) Werthe er-
langt. Dadurch wird die Benutzung der #-Function unbequem und bei drei
Doppelpunkten, wo jp = 0, giebt es gar keine #-Functionen. In allen diesen
Fällen aber kann man noch von unserem algebraischen Satze Gebrauch machen.
Eigentümliche Modificationen treten ein, wenn einige der #- Ausdrücke
für eigentliche Doppeltangenten mit denen für die uneigentlichen Doppeltan-
genten zusammenfallen, und sich also in Folge dessen die Anzahl die ersteren
vermindert. Dies tritt z. B. ein, wenn der Doppelpunkt der Curve eine
Spitze wird.
Die Gleichungen F(s, Ä) = 0, für welche p = 3 ist, die sich aber nach
der einen Variabein s bis auf den zweiten Grad erniedrigen lassen, sind in
den bisherigen Discussionen gar nicht mitbegriffen. Für solche Gleichungen
sind die Functionen alle durch z allein rational ausdrückbar. In den Glei-
chungen vierter Ordnung F(s, &) = 0, für welche p = 3 ist, sind s und & selbst
Functionen , diese Gleichungen können also gar nicht der eben erwähnten
Art angehören, vielmehr werden sich Gleichungen dieser Art besser als spe-
cielle Fälle höherer p betrachten lassen.
Halle, 1864.
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